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Riassunto
Il modello tradizionale di comportamento del consimne € basato sull’ipotesi thzionalita, ovvero
il consumatore effettua le proprie scelte massienidp la funzione 'dtilita soggetta al vincolo di
bilancio. Questo approccio richiede che ogni coretone abbia una completa conoscenza delle
proprie preferenze e quindi della propria funzidnetilita e che abbia le capacita computazionali p
risolvere un problema di ottimo. Recentemente Riib e Rodano (2006), partendo da un punto di
vista che si richiama all@zionalita limitatadegli agenti economici, ritenendo che i requisdm@nitivi
impliciti nell'approccio tradizionale siano eccesspropongono un meccanismo decisionale di scelta
ripetuta che da luogo ad un processo dinamico mh &dattivo. Gli stessi autori ritengono che
I'eventuale convergenza, nel lungo periodo, detgsso adattivo all'equilibrio del tradizionale mibale
statico del consumatore sia da interpretare come spiegazione evolutivalel comportamento
razionale. Anche in questo lavoro presentiamo di@o un meccanismo decisionale adattivo che
presuppone una conoscenza locale della funzionslith e in cui il consumatore effettua le sueltxe
nella direzione (in aumento o in diminuzione dehsamo) degli incrementi del livello di utilita. 1l
modello in tempo continuo indica che, nel tempopribcesso adattivo converge sempre alla scelta
razionale. Mentre nel tempo discreto la convergenzau problematica perché solo per opportune
configurazioni dei parametri del modello questaaitone si realizza, altrimenti si ha lI'emergere di
vari fenomeni: molteplicita di equilibri, transizie a dinamiche periodiche e caotiche tramite
biforcazioni e coesistenza di diversi tipi di attivai con relativi bacini di attrazione. Per 'aisadi tali
situazioni si ricorre allanalisi globaledelle equazioni dinamiche tramite la tecnica ditlee critiche
e la nozione dpunto focale.



1. Introduzione

Nei modelli canonici della teoria economica si assiche gli agenti abbiano perfetta razionalita
dal punto di vista della capacita informativa cigiaelementi salienti delllambiente economico
in cui agiscono e da quello cognitivo e computazlerper la determinazione delle azioni che
permettono di raggiungere una configurazione otémaale ipotesi di razionalita, a partire dal
fondamentale contributo di Alchian (1950), non & @ssunta come una caratteristica degli agenti
economici esogenamente data, ma come I'esito aismteel tempo di processi dinamici di varia
natura, evolutivi, di apprendimento e adattivi, ltveo intimamente intrecciati che distinguiamo
solo per finalita di classificazione. Con i primiéndiamo quei processi di selezione ecologica di
tipo darwiniano che, all'interno di una popolaziatieagenti con differenti gradi e qualita di
razionalita, possono far emergere agenti caratiiizialla perfetta razionalita che agiscono
compiendo lascelta razionalg mentre i processi di apprendimento e adattivattarizzano
modelli in cui agentrazionalmente limitattentano di ricostruire elementi dell'ambiente in ¢
operano sulla base delle informazioni che scatoimigcdalle scelte passate e dall'agire del
meccanismo di mercato; oppure nel loro processiideale applicano delle sempliggole del
pollice che non richiedono eccessive capacita informaiw®mputazionali nella direzione che
gli agenti percepiscono piu profittevole in termitii utilita, profitti, payoffs, etc. In sintesi,
possiamo dire che l'approccio metodologico di quéistne di ricerca € quello di analizzare i
contesti, le condizioni e i processi decisionalagenti razionalmente limitati per i quali la saelt
razionale emerge come tendenza finale attraversgpr@cessi dinamici (Conlisk 1998). Nella
letteratura piu recente dell'analisi economica leadeoria dei giochi, alla genuina impostazione
originaria che aveva come finalita la ricerca di polide basi cognitive per la scelta razionale, si
e sovrapposta una letteratura pitumentaleelativa alla molteplicita degli equilibri nei mek:

la ricerca di processi dinamici evolutivi, di appdéanento e adattivi in grado di selezionare
all'interno di una imbarazzante molteplicita di éiQu (Lucas 1986, Sargent 1993).

Questa immensa e variegata letteratura & stata agbléicata in vari contesti di interazione
strategica, macroeconomici € microeconomici; instjukimo caso, ci sembra, che vi sia una
netta prevalenza delle applicazioni alla sferaadg@ifoduzione e dell'impresa, mentre quelle

relative al comportamento del consumatore sianotanodtiotte; tra queste, il contributo di



D'Orlando e Rodano (2006). Il loro intento e quelid‘...valutare se e in quali circostanze il
comportamento massimizzante possa effettivamenegzgare, anche nella domanda dei beni di
consumo, come risultato di equilibrio di un progegsnamico che inizia con scelte per ipotesi
non massimizzanti...” (D'Orlando e Rodano 2006, )4Rlel loro modello le preferenze sono
date ma non perfettamente conosciateante solo I'esperienza consente al consumatore di
approfondire la conoscenza delle proprie preferetraenite il confronto tra I'utilitéex-post
effettivamente raggiunta dopo l'attivita di consyreodl'utilita attesaex-ante che ha portato il
consumatore ad acquistare quel particolare padidyeni. La discrepanza tra i due valori induce
un cambiamento nel paniere consumato, dando lua@baima processo dinamico; l'aspetto
metodologico importante € che la scelta massimiezaostituisce un possibile esito asintotico,
definito analiticamente come punto stazionario sistema dinamico. | risultati ottenuti da
D'Orlando e Rodano (2006) indicano, per determimaiemi di configurazioni dei parametri, la
scelta razionale come uno dei possibili esiti, atttaa dinamiche periodiche e caotiche, del
processo dinamico; inoltre, mostrano che la endaganione delle preferenze riduce l'insieme
delle configurazioni dei parametri che induconcdavergenza alla scelta razionale.

Con il presente lavoro intendiamo assumere un apprametodologico analogo a quello di
D'Orlando e Rodano (2006); assumiamo, pero, delgesi alternative circa la capacita di
informazione e il processo decisionale relativa attelta di consumo: le preferenze sono date ma
la loro conoscenza non € globale bdasale (il consumatore e in grado di valutare I'utilitaec
puo scaturire solo da panieri molto simili al paaidi consumo corrente), inoltre il consumatore
revisiona le proprie scelte di consumo tramite wwccanismadattivonella direzione di panieri
che localmente incrementano la sua utilita. Quesgala comportamentale € poco “costosa” per
il consumatore perché richiede solo la conoscenzald della pendenza della funzione di utilita;
gueste informazioni possono essere acquisite espdfienza derivante dall' attivita di consumo.
Tali ipotesi danno luogo ad un sistema dinamicouil unico stato stazionario &€ rappresentato
dalla scelta razionale e di cui si analizzano i portamenti dinamici. Un'altra finalita del
presente lavoro € quello di mostrare i limiti delhlisi locale lineare questa e in grado di
valutare la capacita attrattiva di uno stato stamim soltanto in un suo intorno relativamente
“piccolo” e non rispetto a tutte le condizioni ir@k possibili. Contestualmente, si propone, per la
analisi dei sistemi non-lineari, I'adozione delfpeoccio delBnalisi globale una opportuna



combinazione di tecniche analitiche, numeriche eainputer-grafica, atte ad individuare la
coesistenza di piu tipi di attrattori (punti stazoi, traiettorie periodiche e caotiche) e i refati
bacini di attrazione.

I meccanismo decisionale che proponiamo presenta farte analogia con l'algoritmo del
gradiente ampiamente utilizzato nell'analisi numerica cometodo iterativo per la ricerca dei
massimi delle funzioni (Kelley 1999). Anche neliotia dei giochi il metodo del gradiente e
stato utilizzato per la computabilita dell'equildodi Nash nei giochi in forma strategica a partire
dal contributo di Rosen (1965). La finalita di queesicerche rimane, diversamente dal nostro
punto di vista, la analisi dei contesti e delle diaioni che permettono la determinazione
numerica di particolari punti, siano essi puntotlimo oppure equilibri di Nash.

In altri contributi, il meccanismo decisionale clpgoponiamo € stato interpretato come
meccanismo di scelta di agenti economici priviaellena razionalita; la caratteristica comune di
questi studi & quella di considerare unicamenteféaa della produzione e delle imprese. La
maggior parte di questi contributi analizza il cartpmento dinamico di mercati di tipo
oligopolistico in cui le imprese agiscono avendoa wonoscenza locale della funzione di
domanda di mercato e nel decidere il volume di pzazhe del periodo successivo seguono una
regola del gradiente (Arrow et al. (1958), Dixi®8b), Furth (1986), Varian (1992), Corchon e
Mas-Colell (1996), Kirman et al. (1999) e Naimzad&andon (2006)). In particolare, in questi
studi si ricercano le condizioni sui parametri dheoriscono la convergenza all'equilibrio di
Cournot-Nash; mentre in Bischi e Naimzada (200@yn@e in un gioco cournotiano, si mostra
anche l'emergere di attrattori di natura diversdit® periodiche e caotiche, studiandone i
differenti bacini di attrazione, ossia linsiemell@lecondizioni iniziali che asintoticamente
convergono ai vari attrattori (punti stazionarbite periodiche o caotiche). Solamente due lavori
presentano il meccanismo decisionale, sotto coresdme, in altro contesto: Baumol e Quandt
(1964) inseriscono tale “optimally imperfect dearsiprocess” nelllambito di un modello di
monopolio nel tempo continuo e ottengono, tramatéelcnica delle funzioni di Lyapunov, un
risultato di convergenza globale al canonico eludi ottenibile nel caso statico con conoscenza
globale della funzione di domanda; Naimzada e Ritc{2006), considerando lo stesso modello
in una evoluzione temporale di tipo discreto, nasdr come possano emergere dinamiche
caotiche.



Nel paragrafo 2 presentiamo la costruzione geneatelanodello con preferenze esogene; nel
paragrafo 3 si presenta I'analisi dinamica distamglo tra il caso in cui la dinamica avviene nel
continuo da quello nel discreto; nel paragrafo 4mibdello viene esteso considerando la
formazione endogena delle preferenze secondo upamismo in cui il consumo passato di un
bene influenza positivamente la preferenza pregaeetejuel bene; il paragrafo 4 e diviso in tre
parti, nella prima si effettua la analisi locald gento stazionario, la sua capacita di attrarre
traiettorie che hanno origine nel suo intorno, axskkconda parte si mettono a confronto i livelli
di utilitd corrispondenti ai diversi punti stazionanentre nella terza parte si considera I'analisi
globale, coesistenza di attrattori e relativi badin attrazione; infine, nel paragrafo 5 si

presentano le conclusioni e, individuando gli aspaitici del lavoro, si indicano possibili

sviluppi futuri. Nelle due appendici sono riportatee dimostrazioni circa la coesistenza e la

stabilita di piu punti stazionari.

2. 1l Modello

Si consideri un consumatore le cui preferenze tig@e benix ey, formatesi definitivamente nel
corso del tempo tramite processi di socializzazemlk interazione con altri agenti, sono definite

da una funzione di utilita Cobb-Douglas:

U(xy)= X y*

con0<a <1 e le cui scelte devono soddisfare il seguenteolindi bilancio:

P X+ Py y= m.



dove i prezzi dei due benk ey, sono rispettivamentep, =1, p, =p e il reddito del

consumatore e definito dalla costante positima sappiamo che in questo contesto la scelta

razionale e data dal seguente vettore:
* * m
x.,y)= (aB,(l—a)m)-

Possiamo, senza difficolta, supporre che il consaraaconosca i prezzi dei due beni e il suo
reddito, mentre, per quanto riguarda le sue preierediversamente dall'approccio canonico
supponiamo che la conoscenza circa le proprie ignefe sia l'esito di un processo dinamico e
materiale che coinvolge I'attivita di consumo.

In particolare, da un punto di vista delle informoak a disposizione dell'agente, facciamo due
ipotesi tra loro intrecciate, che solo per comodgpositiva distinguiama) la conoscenza circa
le proprie preferenze ha natlcale e nonglobale e b) che tale conoscenza si concretiezxa
posttramitel'esperienza di consum@on la prima assunzione vogliamo sottolinearetibfahe
difficilmente, nella realta, i consumatori sonagirmdo di valutare i livelli di utilita corrispondgn
ad infiniti possibili panieri di consumo e che, @oe, sono in grado di valutare solamente I'utilita
ottenibile da panieri, quantitativamente, molto iBiral paniere che definisce il loro consumo
corrente; invece con la seconda assunzione interodgorre I'accento sulla natura materiale del
processo che produce informazioni circa le propriferenze: alla base della conoscenza delle
preferenze vi é l'attivita di consumo.

Dal punto di vista del processo decisionale, praggoo un meccanismo che consente al
consumatore di spostarsi localmente verso panastierizzati da livelli di utilita superiori a
guelli del paniere su cui si esplica I'esperienzsodsumo corrente.

Per definire analiticamente l'insieme informatival eneccanismo decisionale del consumatore
razionalmente limitatantroduciamo la funzione ausiliarl(x) che definiscd'utilita in termini

del bene xramite il vincolo di bilancio ed otteniamo:

V(X) = x7(m-px)*.



Si puo facilmente provare che la funzioig) € generalmente una funzione unimodale concava,
che interseca l'asse delle ascisse nell'origing puntom/p, e che, naturalmente, ha il suo unico
punto di massimo iR=a m/p, ovvero la scelta razionale relativamente al corsdel bene. Da

un punto di vista geometrico, € possibile mostiaralerivazione della funzion¥(x) dalla
funzione di utilita: come mostrato in figura lapdcaver determinato la sezione della superficie
che rappresenta la funzione di utilitd tramiteefiano a cui appartiene il vincolo di bilancio si
effettua la proiezione ortogonale sul piad0.

Da un punto di vista interpretativo, variazioni \{x) ottenute in seguito a variazioni di
rappresentano variazioni nell'utilitd del consumaio seguito a variazioni nel consumo del bene
x (e del beng) e quindi indicano unmisuradel cambiamento dell'utilita al variare del paaidr
consumo.Si possono, a questo proposito, fare due osseniagenerali rispetto al segno e
allintensita della variazione nell'utilita: talanazione € positiva prima del punto di massimo,
mentre € negativa dopo il punto di massimo; inpltitensita della variazione cambia al variare
del paniere di consumo. Se utilizziamo la noziondetivata come una buona approssimazione

della variazione di utilita, questi aspetti delllmzioneV(x) sono osservabili nella figura 1b:

UX.Y) Voo

() (b)
Figura 1



Naturalmente, la funzione' (x) &€ decrescente e interseca I'asse delle ascisgrimi® di scelta
razionale e si differenzia dalla nozione di utilit@darginale perché gquest'ultima é ottenuta a
partire dalla funzione di utilita mantenendo costaih consumo dell’altro beng;, mentre la
prima , ottenuta rispettando il vincolo di bilancimplica una variazione negativa nel consumo
del beney.

Il comportamento qualitativo della funzionx) dipende dalla configurazione dell'insieme dei
parametri; nella seguente figura si intende mostfarfluenza del coefficiente di preferenza,

sulla funzionev(x):

(a) (b) (c)
Figura 2

Nella figura 2 per i tre valori dir le caratteristiche generali della funziowg) sono mantenute

nei tre casi; si pud notare che nei due casi estfara c), caratterizzati da un coefficiente di
preferenza particolarmente favorevole ad uno deilgkni, i due rami che compongono i grafici
della funzione sono, qualitativamente, piu ripigipetto al caso intermedid)(con preferenze

pit equilibrate. Quando la preferenza per il b&né relativamente bassa (casy a partire
dall'origine, il grafico della funzion®(x) cresce velocemente perché il consumo del Behai

suoi livelli iniziali e raggiunge immediatamentesilo massimo perché, data la bassa preferenza
per il benex, il consumatore raggiunge subito il livelloshiturazionerelativamente al bene Al
contrario, quando la preferenza per il bené relativamente alta (casz), il grafico della
funzione raggiunge lentamente il suo massimo ped@arescere velocemente perché il livello di



saturazione relativamente al consumo del begeraggiunto per alti livelli dk e per livelli di
consumo dell'altro bene ancora bassi.

Da un punto di vista della capacita informativagtigziamo che in ogni periodo di tempq
l'agente, grazie a#lsperienza di consumo correnté in grado di valutare correttamente
I'eventuale effetto di un incremento relativamepiteeolo nel consumo del bemge quindi una
corrispondente diminuzione nel consumo del bgnsulla sua utilita; ovvero e in grado di
valutare le conseguenze, in termini di utilita, i eventuale passaggio ad un paniere che
contiene una maggiore quantita del bened una minore quantita del bepeQuesta ipotesi
conoscitiva, da un punto di vista analitico, imaliche I'agente in ogni periodo di tenmpabbia
una conoscenziacale (relativamente all'intorno del punto che rappréseéinconsumo corrente:

x. ) della derivata della funziongXx).

A partire da questa minimale ipotesi conoscitivasg@amo delineare il seguente meccanismo
decisionale rispetto alle scelte di consumo: ini @gmiodo di tempd, se I'esperienza di consumo
corrente indica un aumento (diminuzione) dellt&iinell'eventuale passaggio ad un paniere con
una maggiore quantita del bexed una minore quantita del bengallora il consumo del bene

nel periodo successivel aumentera (diminuira)x,, > (<) x , e l'intensita di tale cambiamento

nel paniere di consumo € direttamente proporzioaldevariazione di utilita prevista localmente
dal consumatore con l'esperienza di consumo e ddtiane soggettivo di reattivita. Con un tale
meccanismo decisionale, in ogni periddganieri consumati rispettano il vincolo di bitam ma
non necessariamente la condizione per l'ottimoltrincsi pud osservare che, nel caso di
preferenze Cobb-Douglas, l'intensita della variazidell'utilita derivante dal consumo dei due
beni & piu forte quando le preferenze sono sbidea favore di uno dei due beni.



3. Dinamica

Una possibile specificazione analitica del meczaoi decisionale precedentemente descritto,
coinvolgendo la variabil& in periodi di tempo differenti, ci consente ancheendere dinamico
il modello. Nel caso di una evoluzione nel tempdih discreto, se al temgal consumatore ha

scelto una quantita del bemepari ax,, la dinamica del processo decisionale analizzai p

essere descritta dalla seguente equazione alégatife del primo ordine:
Xer = T(4) =X + W' (%) (1)

dove il parametroy>0 esprime la velocita o reattivita soggettiva dehsiomatore rispetto alle

eventuali variazioni di utilita nell'intorno del pto che rappresenta il consumo corrente. In modo
analogo, possiamo definire la dinamica decisionad® tempo continuo con la seguente
equazione differenziale del primo ordine, anch'ggseralmente non-lineare:

x=9(X=pV'(¥ (2)

La condizione di stazionarieta sia nel caso discfet,, = p = p ) che nel caso continucE 0)
da luogo al paniere ottimal&™( y') = (am,(l—a)m); quindi, come nel modello di D'Orlando
p

e Rodano, se il processo adattivo di revisionepdeiere di consumo converge, allora non pud
che convergere allscelta razionalerevista dalla teoria canonica. Nell'analisi diin@aroccorre
indagare le condizioni economiche che determin&mdrgere della scelta razionale nel lungo
periodo ed anche, nel caso discreto, I'emergea@adhmenti asintotici regimi di altra natura (cicli
periodici, dinamiche caotiche, etc.).
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3.1 Dinamica in Tempo Continuo

La prima proposizione mostra come I'evoluzioneempo continuo fornisce un forte fondamento
adattivo e dinamico alla adozione dell'ipotesiadiionalita nella modellistica economica; infatti,
in questo contesto, & facilmente dimostrabile ur@pneta distabilita globale della scelta

razionale:

Proposizione 1Per ogni paniere iniziale caratterizzato da un cam® X0)>0, le traiettorie

generate dall'equazione differenzig® convergono alla scelta razionabe = a m/p.

Dimostrazione.Semplicemente, perché il secondo membro dell'egpezilifferenziale(2) e

dappertutto decrescent@x/0x=pNV"'( X <0, e interseca l'ascissa nel punto di scelta raziena

condizioni iniziali X0) < X =a m/p generano orbite crescenti e convergenti verse viceversa

condizioni iniziali X0) > X = a m/p generano orbite decrescenti e convergenti verso

La figura 3 mostra i grafici dV(x), di V'(x) e il diagramma di fase del caso continuo:
I'equazione differenziale & positiva sino a qualedeariazioni nell'utilita sollecitano incrementi
positivi nel consumo del beneed é negativa sino a quando le variazioni neitatgollecitano

incrementi negativi nel consumo del bene; e si Banoella scelta razionale, quando la

variazione nulla nell'utilita sollecita un consustazionario.

11



ViX)

et
I~

Figura 3

Concludendo I'analisi relativa al caso continuospareo osservare cloenl'aggiustamento

istantaneo del paniere di consumo, asintoticamesitea I'emergere della scelta razionale.

3.2 Dinamica in Tempo Discreto

Crediamo che l'analisi del processo decisionaléempo discreto sia necessaria non solo per
motivi di completezza ma anche per motivi sostdnzianeccanismo di scelta che proponiamo
sottolinea il ruolo che I'esperienza di consum@éal'agente al fine di elaborare informazioni
circa le proprie preferenze e di avviare , allimidi ogni periodo di tempo successivo, un nuovo
processo decisionale; e quindi, risulta piu adegud questo punto di vista, la collocazione del

modello in una evoluzione temporale di tipo disoréta mappa (1) esplicitata diventa:

X1 = T(X) =X + ax(m= px )~ - (L-a)px’ (m-px) | ®)

12



Come sappiamof(x) ha come unico punto stazionario la scelta razéonhe proprieta
dinamiche, nel senso di analisi di stabilita e gmkdbiforcazioni, di tale punto dipendono dai

parametri del modello.

Proposizione 2La condizione per la stabilita locale del punto Atamario x* della mappa
dinamica (3) e:

2-a
1—ayp—a <2 (4)
a“(l-a)'m

Dimostrazione. Si ottiene facilmente la derivata della funzion&) falutata nello stato

stazionario:

df (x) ___ yp’’

dX |gezemip ma* (1-a)

E possibile notare che nel punto stazionario l'inatiione della mappa non supera mai l'unita e

quindi la condizione di stabilita locale si riduedia (4).

La condizione di stabilita (4) ha una forte sonaglia con la corrispondente condizione del
modello di D'Orlando-Rodano (2006), infatti, quatitamente, I'analisi di stabilita conferma il
ruolo di quasi tutti i parametri per la stabilizkaze o la destabilizzazione del sistema: incrementi
nel prezzo e nel coefficiente di reazione tendomssere destabilizzanti, incrementi nel reddito
tendono a essere stabilizzanti, mentre il ruolgpdeadmetro che descrive la preferenza per il bene
X, a, non e univoco. Due possibili casi di dinamicavagente sono presentati nella figura
4a,b: nel primo caso la convergenza € di tipo mmmmmentre nel secondo e di tipo oscillatorio;
nelle due figure i punti segnati sulla funziowé) indicano i livelli di utilitd conseguiti in

corrispondenza dei valort, originati da un'orbita ad iniziare da un valorezigle x,. Fissati i

due parametri che definiscono I'ambiente in cus@gil consumatore, reddito e prezzo del bene,

13



la dinamica del sistema dipende unicamente dainpelra che caratterizzano il processo

decisionale, la reattivitay() e la preferenzad): nell'esempio numerico della figura 4a,b il
valore dei parametri & = 0.4705)y = 0.9 per la figura 4a @ = 0.7106y = 1.29 per la figura

4b e sono tali da determinare, di periodo in perjocariazioni dx convergenti alla scelta

razionale.
‘5‘1 i X (t++1)
el ;'(;(TJ)
T3
T2
| |
| |
| I
| , |
| |
| |
| I
ul : : : : A |
1 2 Ix” 1 5 B X(1) 1 X2 \ (1) 3
(a) (b)
Figura 4

La violazione della condizione di stabilita (4) @®hina il passaggio alla instabilita del punto
fisso tramite una biforcazione Flip (ovvero condaplpio di periodo) e quindi con la nascita di

un ciclo di periodo due. La figura 5 e costruitswaeendoa = 0.7802y = 1.613 m= 10 e
p=3.335. In questo caso la “curvatura“ dei due raral dgrafico della funzionev(x) e

sufficientemente ripida per avere forti variaziakglla quantita consumata che impediscono la

convergenza all'equilibrio.
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X (t+1)
V(1)

Figura 5

Ulteriori variazioni destabilizzanti dei due paragmédecisionalig e y, producono una sequenza
di biforcazioni con raddoppio di periodo che culmin un scenario caratterizzato da dinamiche
caotiche.

La figura 6 rappresenta un diagramma di biforcaziowl quale e rappresentata la natura
dell'insieme attrattivo al variare del parametno, fissati tutti gli altri parametri; € possibile
notare come il sistema sia stabile per valori meti del parametro mentre la dinamiche piu
ricche si hanno per i valori estremi dell'inter@allinitario. Come abbiamo precedentemente
notato, valori estremi dir determinano una curvatura piu ripida del grafiebadfunzioneVv(x) e

quindi variazioni, nel tempo, piu intense nel cansulel bene.
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Figura 6

4.1 Modello bidimensionale: analisi locale

Un'interessante estensione del modello consisteramglere endogene le preferenze. Sembra
ragionevole supporre che le preferenze si modifichnel tempo in base all'esperienza di
consumo passata: il consumo di ieri provoca un camdnto nelle preferenze di oggi
relativamente al bene in questione.

Considerando come avviene il cambiamento delleepeate ipotizzato, e preferibile estendere |l
modello al tempo discreto, visto che quello a temgmtinuo comporta decisioni ed
eventualmente cambiamenti di preferenze istantanei.

Rendere endogene le preferenze significa rendespoihente della funzione di utilita Cobb-

Douglas una funzione della quantita di bene acataige consumata) nel periodo precedente, in
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particolare seguiremo le indicazioni di Rodano e€OMindo dando alla funzione una
specificazione di tipo sigmoidale, utilizzando daethe D'Orlando e Rodano chiamano
“funzione logistica”. Questo tipo di specificazioreadatto alla descrizione di una situazione in
cui la preferenza per il bene da parte del consumaatespressa dal parametoo) dipende
positivamente dalla quantita di bene consumatgperbdo precedente. In pratica, alti livelli di
consumo in un determinato periodo portano il coretone ad avere un alto gradimento per |l
bene nel periodo successivo: il consumo stimotpatimento del bene e si genera abitudine (o
addirittura dipendenza) al bene.

A questo punto il sistema dinamico € rappresentitb sistema dinamico bidimensionale,

descritto dalla mapp&

X =%+ M (me pxf 5 (1-a)(- p)im- px) ]
T 1

O = o un
K+ Ky

con k; >1, k, >0 e 0<k, <1 (queste limitazioni dei parametri sono dovuto atd che per

avere valori ammissibili di; € necessario che a1).

Dalle condizioni di punto fissa,, =x =X ea,, =a, =a , si ottiene:

<= o e pe} Y e kel )
1

a i —
ky + kokg

e risolvendo perr” si ha:

(5)
(6)

L 3lo

a =————~
k + KoKy
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Si pud notare che il parametgonon compare nelle condizioni di punto fisso, quindn ha

alcuna rilevanza nel determinare il numero e lazimse dei punti stazionari. La (5) rappresenta
'equazione di una retta passante per l'origineeed@nza positiva pari a9 La retta (5)
m

individua tutte le coppie dir e x tali da massimizzare I'utilita del consumatore: @gni livello

di a, la quantita di bene che massimizza l'utilitacisumatore e quella individuata dalla retta
(5). Occorre sottolineare che ai punti della ref)g, tutte le possibili scelte razionali,
corrispondono, in genere,diversi livelli di utilitda (6) € l'equazione logistica usata per
rappresentare l'evoluzione delle preferenze deswwmatore: dato il consumo del bene in un
periodo, la (6) permette di determinare la prefeaeper il bene nel periodo successivo;
specularmente, data la preferenza per il beneestmne in un determinato periodo, la curva (6)
identifica univocamente la quantita di bene congamal periodo precedente.

Le due equazioni sono le stesse trovate da Bischiaenontana (2007), lavoro nel quale é

dimostrata la seguente proposizione:

Proposizione Xondizioni necessarie per la presenza contemporaége punti di equilibrio,

cioe punti di intersezione tra la retta (4) e lanca (5), sona

m > -4 kl
p Ink,

e k" <k, <k (7)

(la dimostrazione e i valori espliciti &™ e k)™ sono riportati nell'’Appendice A).
Se le condizioni (7) sono entrambe verificate esigttre punti di equilibrio (figura 7a) altrimenti
ne esiste solo uno (figura 7b). Nei casi limitecin una delle due disuguaglianze nella seconda

condizione della (7) diventa un'uguaglianza, avrema tangenza fra le curve e due dei tre punti

fissi si uniscono in uno solo (figura 7c).
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(@) (b)

(c)
Figura 7

Se si ha convergenza ad un punto fisso signifi@iclsonsumatore, seppur privo di perfetta

razionalita, converge verso una scelta di consuropria di un consumatore razionale, infatti

tutti i punti fissi appartengono alla retta (5) ¢ai equazione identifica le scelte di un

consumatore razionale in funzione delle propridgoemze. Al fine di vedere se e sotto quali

condizioni il consumatore converge alla scelta alaaie, occorre innanzitutto un‘analisi di

stabilita locale dei punti fissi.

La particolare forma delle equazioni (5) e (6) imigee di ottenere un'espressione analitica per i
punti fissi (uno o tre che siano) e di conseguedizaerificare algebricamente quando gli

autovalori della matrice Jacobiana calcolata netidissi, superano in valore assoluto l'unita.
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Ripetute analisi numeriche ci permettono di congate che quando i punti fissi sono tre, quello
centrale € sempre instabile, infatti il meccanisattcaverso cui si passa da uno a tre punti fissi &
quello tipico della biforcazione sella-nodo e larta (si veda ad es. Guckenheimer e Holmes,
1983) ci dice che avvenuta la biforcazione (il pggso dalla figura 7c alla figura 7b) almeno
uno dei due punti creati sara senz'altro instabikel nostro caso questo sembra essere sempre il
punto fisso centrale.

Possiamo invece dimostrare che non troveremo nacurva invariante attorno a un punto fisso

in seguito ad una biforcazione di tipo Neimark-Sacknfatti:

Proposizione 4a matrice Jacobiana calcolata nei punti fissi nea mai autovalori complessi e
coniugati

(la dimostrazione é riportata nell'’Appendice B).

Quanto appena affermato non implica che i due piisgi piu esterni siano sempre stabili, &
infatti possibile che perdano la loro stabilitaraterso una biforcazione flip, creando un ciclo
periodico che rappresenterebbe una situazione inilcaonsumatore non € in grado di
raggiungere la scelta propria del consumatore panfiente razionale.

Metodi numerici rivelano che questa eventualitavesifica per larghi intervalli di valori dei
parametri. La figura 8a mostra una situazione ircoasistono tre punti fissi due dei quali, quelli
esterni R e B, sono stabili. Il set di parametri usato = ,18=14, y =09, k =15,

k, =24, k, = 05.

Aumentando il valore del parametkg il punto fisso R perde stabilita tramite una biforcazione
flip, creando un ciclo-2 localmente attrattivo, @ possibile osservare in figura 8b in cui
k, =29.042.

Se si continua ad incrementare il valore kdi assistiamo ad un'altra biforcazione flip con
raddoppio del periodo che porta alla creazionendtiolo-4 localmente attrattivo (figura 8c) dove
k, =43513).
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Quando il sistema converge ad un ciclo periodigmica che il consumatore nhampara mai

ad essere razionale e alternera nel corso deidiegelte di consumo sub-ottimali, poiché i punti

del ciclo non si trovano sulla retta (5) e quindnrsono un punto di massimo della funzione di
utilita.

Un'altra conseguenza ¢ il fatto che nemmeno lepFerfe del consumatore si stabilizzano poiché

I punti del ciclo hanno tutti un diverso valore dia cui corrisponde una diversa forma della
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funzione di utilita; cosi da un periodo all'altrd, consumatore si trova con preferenze
rappresentate da differenti funzioni di utilita dieipetono ciclicamente e le quantita consumate
non si collocano mai nei punti di massimo di quéstezioni, altrimenti si sarebbe raggiunto un
punto fisso con conseguente arresto della dinamica.

Le figure 9a,b mostrano rispettivamente le funzidinutilita corrispondenti al ciclo-2 di figura
8b e al ciclo-4 di figura 8c.

Ve @
c

(b)
Figura 9

La figura 9a mostra come il comportamento del coretore sia tale da “rimbalzare” dal ramo
crescente di una funzione di utilitaTf’) al ramo decrescente di un'altr€{) senza mai

raggiungere la funzion€(x) corrispondente al punto fisso che vediamo ragmtasa tra le due.

E opportuno notare come il ramo crescente dellgidum\/(x) sia molto ripido, spingendo cosi il
consumatore, la cui scelta ricada in questo rardojraaumento della quantita acquistata del
bene eccessivo, ricadendo nel ramo decrescent@atira funzioné/(x) , relativamente lontano
dalla scelta ottimale. Questo comporta che, nontsta minor ripidita del ramo decrescente, la
sua maggior lontananza dal punto di massimo spihgansumatore a diminuire troppo la
quantita acquistata del bene nel periodo successieonando nello stesso punto della stessa

funzioneV(x) di due periodi prima, e ricominciando il ciclo.
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Una situazione analoga, ma con un periodo doppido(et), avviene nella figura 9b. La
particolare forma delle funzior\(x) corrisponde solo alla porzione di piano dovereva |l
primo dei tre equilibri coesistenti, quello conasalpiu bassi dia e X .

La figura 10 mostra la funziongx) dalle pendenze piu “dolci” in un intorno di.P

1 (X)

Figura 10

La spiegazione economica della forma della funzivi(@ rappresentata nella figuralO e di
quelle rappresentate nelle figure 9a,b € questanimtorno del primo punto fisso {Ril valore

di a é basso, quindi ci troviamo in una situazioneunikbene in questione non ha un grande
peso nella funzione di utilita e il consumatorecla scelta ricade nel ramo crescente della
funzione V(x), consuma talmente poco del bene in questioneassame grande importanza
l'effetto “scarsita” e l'utilita marginale € comurggmolto elevata. In pratica e sufficiente un
piccolo aumento del consumo del bene per raggiengermassimo livello di utilita
corrispondente ad una bassa preferenza per ibbéxelle figure 9a,b il punto fisso,Pa perso

la sua stabilita e c'e stata la nascita di cictiguéci. In questi casi il valore della pendenza di
V(X) nei due rami e tale da far si che il consumatore converga alla scelta razionale, perché si
instaura quel processo di “rimbalzo” dal ramo ceese a quello decrescente di due o quattro
diverse funzionV(x) (rispettivamente il caso di figura 9a e di fig@a) dovuto al fatto che sui

punti dei cicli situati sui rami crescenti, il be@eonsumato in misura talmente limitata da far si
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che la pendenza d¥(x) sia elevata e porti cosi il consumatore ad auanentroppo il suo
consumo per il periodo successivo, trovandosi suramo decrescente di un'altNAx)
corrispondente ad un piu elevato valoreadi Nel periodo successivo il maggior consum di
porta ad un minor peso dell'effetto “scarsita” noatestualmente la maggior preferenza rispetto
al periodo precedente per il bene in questionele& da condurre il consumatore a ridurre
eccessivamente il consumo del bene, tornando sama crescente di(x) (nel caso della figura
9a si trovera esattamente nella stessa posizidlzestiessa/(x) di due periodi prima). Lo stesso
meccanismo non interviene in prossimita del tenzot fisso (B) dove il bene in questione ha
molto peso nella funzione di utilita ma e anche altsuo livello di consumo e si evitano
comportamenti esagerati del consumatore che gliedisgono di convergere a un
comportamento massimizzante.

Questa osservazione e confermata dalle simulazlmimostrano come;Pquando esistono tre
punti fissi) o l'unico punto fisso (quando questsitiato a destra del punto di flesso della

logistica, quindi in alto nel grafico) non perdamai stabilita.

4.2 Modello bidimensionale: livello di utilita e sabilita dei punti

stazionari

Una domanda che e lecito porsi quando si ha laisteega fra piu punti fissi stabili, € quale
degli equilibri raggiungibili fornirebbe un maggidivello di utilita al consumatore. Infatti, il
fatto che siano due i possibili esiti asintoticivedsi dalla divergenza) per quanto riguarda le
scelte del consumatore, non implica che le duaaitui siano per lui indifferenti.

Occorre innanzitutto notare che i punti fissi gfadienziano per differenti livelli sia di consumo
che di preferenze per i beni. Riprendiamo alloraufezione ausiliarid/(x) e consideriamone una

versione in cuia non é un parametro ma una variabile:

W(x,a) = x*(m- px)*™ (8)
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La funzioneW(x,a )definisce lutilita in termini del bene x e della preferenza Nella figura
11 si osserva I'andamento\di(x,a ngl caso specifico in cui i valori dei parametrie p sono

quelli gia usati per ottenere la figura 8a.

Figura 11

La figura mostra chiaramente come la convergenzaoveé punto fisso P consentirebbe al
consumatore di ottenere un livello di utilita supes al caso in cui la convergenza sia verso P
Le curve rosse sono delle sezioni del piano carndpnti a valori costanti dr e rappresentano
tutte le combinazioni dX e V(X) per i tre livelli di a relativi a tre punti fissi, e si puo notare che
i tre punti rappresentano tutti delle scelte mag=ianti (ad esempio, dato il valore di
corrispondente al puntozHa scelta di consumo razionale consiste nel coase la quantita di
bene del punto stesso).

La funzioneW(x,a )é definita per qualsiasi valore di e per tutte lex positive. Dato che ci
interessa confrontare le utilita corrispondentpainti fissi, possiamo restringere il campo a tutte

le combinazioni dx e a che rappresentano delle scelte razionali perrisomatore, cioé tutte

25



guelle che soddisfano la (5). Se sostituiamo lan@a (8) otteniamo la cosiddettianzione di

utilita indiretta, che a noi interessa osservare al variare di
am)’ Y
Z(a) = (?j [ma-a)f ©)

Se sostituiamo nella (9) i valori dr corrispondenti ai tre punti fissi, otteniamo i tieelli di
utilita corrispondenti.
Al fine di scoprire se ci sono delle regolarital'eetiinamento dei punti fissi in base al livello di

utilita raggiunto, occorre analizzare I'andameritd(a) al variare della preferenza, in pratica

calcoliamo la derivata:

{2 oo {55 -] o

La (10) mostra che il segno della derivata dipesd® dal termine nella seconda parentesi

quadra, visto che tutti gli altri sono sempre pesied in particolare si ricava:

Z'(a)>0 - a > P
1+p
' p
Z'(a)<0 = a < 11
(a) Lo (11)
' _ _ P
Z'(a)=0 = a=
(@) 1+p

La (11) consente subito di notare come, nel casticpkre in cui i prezzi dei due beni
coincidono p=1), il punto di minimo si ha in corrispondenzaudi valore dia pari a 0.5. Questo
significa che a parita di prezzo fra i due bengahsumatore razionale che raggiunge un livello
di utilita piu basso € quello che non ha una pegfea particolare per uno dei due beni, ma sono

per lui in tutto e per tutto equivalenti.
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A parte questa osservazione che contribuisce ga@de diverse altezze delle WéX) di figura

2, sappiamo che in situazioni di coesistenza dptmeti fissi, i punti B, P, e B hanno valori
crescenti di quantita consumata di preferenzer , e quindi un ordinamento in base al livello di
utilita ottenibile delle tre situazioni sarebbe ieuiiato se si trovassero tutti nello stesso ramo
crescente (o decrescente)Zf), poiché in questo caso avremmo di certo chelitatdi P; &
superiore a quella di;Rhe e superiore a quella di f contrario nel caso in cui il ramo in cui
punti sono situati sia decrescente).

Sapendo che i valori economicamente rilevant@dvariano tra O el, sappiamo anche dalla (11)
che il punto di minimo dz(a) sara sempre interno all’intervallo dei valori ciniepuo assumere,
quindi in questo intervallo avremo sempre un rareorelscente e uno crescenteZlr). Questo
impedisce di essere certi in partenza di qualelsatinamento tra i tre punti fissi. Graficamente

Z(a) rappresenta l'intersezione tWd(x,a e)il piano perpendicolare al piang d) e che lo

interseca in corrispondenza delle combinazionimatdix e a . Le figure 12a,b mostrano due

possibili situazioni:

() (b)
Figura 12
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La figura 12a e ottenuta con il seguente set dirpatri: m= 18 p = 329, y = 09, k, =1.157,
k, =14571, k, =0.307 e mostra una situazione in cui i tre punti fissirevano nel ramo

decrescente di(a) (la curva nera ha il massimo corrispondente @lbgisso livello di utilita che

si puo ottenere con una scelta razionale, quindoladinataa di questo punto sar%f—) e
p

non c'e dubbio che sig ? punto a cui corrisponde un piu alto livello wtilita. La figura 12b é

invece ottenuta con il seguente set di parametri1l. , p¥F 0.149, y =09, k, =1.404,
k, =50, k; =0.307 e mostra una situazione in cui i punti fissi nonetutti nello stesso ramo

di Z(a), quindi non € certo l'ordinamento e occorre &ffamente confrontare i tre livelli di

utilita, che nel caso della figura 12b sono talreladere il punto Ppreferibile.

Abbiamo cosi mostrato che e possibile avere sigzbni in cui R e il punto fisso a cui

corrisponde un piu alto livello di utilita, sia &tzioni in cui il punto fisso a cui corrisponde |l

maggior livello di utilita € B Siamo pero certi che:

Proposizione 5Per tutte le configurazioni dei parametri che darinogo alla coesistenza di tre
punti fissi per il sistema rappresentato dalle i) e (6), il punto fisso a cui corrisponde un

livello intermedio dia (e di x), cioe R non sara mai il punto con il piu alto livello diilita.

Prova. Se il valore dia corrispondente a Psi trova nel ramo decrescente didgg(allora di
certo a R corrispondera un piu alto livello di utilita; se valore di a corrispondente a Psi
trova nel ramo crescente di &), allora di certo a B corrispondera un piu alto livello di utilita;
se infine il valore dia corrispondente a Psi trova esattamente in corrispondenza del pumto d

minimo di Z@), allora certamente sia a;Rhe a B corrisponderanno maggiori livelli di utilita.
Queste osservazioni rendono importante un‘andidiae del modello, visto che non solo é

possibile la convergenza a piu di un attrattore atsiamo appena mostrato che nel caso in cui
gli attrattori siano punti fissi il consumatore gagngerebbe diversi livelli di utilita a seconda
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dell’'equilibrio raggiunto nel lungo periodo, e akodiventa fondamentale sapere quali siano le

condizioni iniziali che conducono alla convergereeso uno o l'altro.

4.3 Modello bidimensionale: analisi globale

La possibile coesistenza di piu attrattori visthperagrafo precedente rende indispensabile uno
studio globale della mappa, infatti I'esito finael comportamento del consumatore
rappresentato dal sistema dinamico composto d&)lae(dalla (6) diventa dipendente dalla
situazione di partenza, ossia dal valorexdie dalla quantita di benX consumata nel periodo
iniziale (path dependange

In altre parole, la conseguenza della cosidqedth dependence che, anche se un attrattore (per
esempio un punto fisso) e localmente stabile, noartd che il sistema convergera verso questo,
perché coesiste con altri attrattori, e il piandr@pocessere suddiviso in porziorbbacini di
attraziong formati da tutte le condizioni iniziali che pantail consumatore a convergere verso
un attrattore o l'altro.

Le figure 13a,b,c mostrano tre esempi:
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(c)
Figura 13
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La figura 13a si riferisce al caso in cui i punssf P e B sono localmente stabili. Il set di
parametri utilizzato ém= 18 p=14, y =09, k =15, k, =24, k; = 05. Il bacino di
attrazione giallo rappresenta l'insieme delle caiwhi iniziali partendo dalle quali il
consumatore converge alla scelta razionale coetgassa da P il bacino verde si riferisce
invece alla scelta razionale;nfine, il bacino grigio rappresenta condiziohieccondurrebbero

a traiettorie prive di significato economico corh&ansumo di quantita negative del bene e di
guantita superiori a quanto la dotazione di redditprezzi dei due beni consentano.

La figura 13b e ottenuta con il seguente set dapatri: m= 18 p=2.525, y =09, k, =15,
k, =22555, k, =0.307. Il bacino di attrazione verde rappresenta l'im&edelle condizioni

iniziali partendo dalle quali il consumatore corgesrlla scelta razionale, rappresentata dal punto
fisso R; il bacino blu é il bacino di attrazione di un lok2 creatosi in seguito ad una
biforcazione flip del punto fisso;Rhe € divenuto cosi instabile; L'analisi globalg@ermette
quindi di affermare che partendo da scelte inizimablto vicine fra loro, il consumatore puo
convergere verso un comportamento massimizzanteigaso o convergere verso il ciclo-2
nell'altro e quindi, in quest'ultimo caso, non coen@ mai la scelta razionale: i bordi dei bacini
diventano separatori tra le condizioni che condacah comportamento massimizzante e le
condizioni che conducono a scelte perennement@tsinbali.

La figura 13c e invece ottenuta utilizzando i seguealori dei parametrim= 18 p= 329,
y =09, k =1157, k, =23.054, k, =0.307. | colori dei bacini di attrazione hanno lo stesso

significato visto per le figure precedenti, ecceltdatto che ora il bacino blu rappresenta
I'insieme delle condizioni iniziali che conducorcsistema verso un attrattore caotico creatosi
come risultato di una “cascata” di biforcazionpfeguite alla perdita di stabilita di.P

L'analisi globale non si limita pero alla sola asialumerica, infatti esistono delle tecniche che ¢
permettono di comprendere e spiegare le particotanfigurazioni dei bacini di attrazione.

Le forme allungate dei bacini che escono dall'aggriiscontrabili in entrambe le figure, sono

comprensibili utilizzando le recenti tecniche entgrologie introdotte da Bischi et al. (1999,

2003, 2005), che ci permettono di riconoscerearajlhe unfocal pointe nelle particolari forme

di bacini uscenti dall'origine débi. Nella figura 13b si nota la presenza di un ditrcal point
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che é il punto in alto a destra dal quale “fuorggstbacino verde. Questa struttura dei bacini &
tipica delle mappe con denominatore.

Un'altra tecnica, come quella deliieee criticheintrodotta da Gumowski e Mira (1980) e Mira et
al. (1996), ci permette invece di spiegare la preaedi porzioni non connesse dei bacini di
attrazione, ovvero porzioni separate dal cosiddétszino immediato” che & quello contenente
I'attrattore stesso. In entrambe le figure mostoatesto fenomeno si pud notare, in particolare
con riferimento al bacino verde. La spiegazioneds nel diverso numero greimmaginiche i
vari punti del piano possiedono (ddfs a), le preimmaginidi un punto X,a) sono tutti i punti
(x',a) tali chef(x',a)=(x,q)). Le linee criticheseparano zone del piano costituite da punti aventi
un diverso numero di preimmagini e quando, in paldiri zone, queste sono piu di una e
possibile che il bacino immediato di un attrattabdiapreimmaginiin un‘altra parte del piano,
formanti una porzione staccata del bacino di atirez

In definitiva in casi come questo, I'analisi glabal rivela estremamente utile al fine di spiegare

il comportamento di agenti non massimizzanti.

5. Conclusioni e sviluppi futuri

Nel presente lavoro abbiamo proposto un meccandgenisionale di tipo adattivo su cui fondare
l'ipotesi di comportamento razionale del consungtprecisandone le minimali richieste
informative e computazionali. In questo modo, atvtmadttenuto dei sistemi dinamici non-lineari
la cui dimensionalita dipende dalla eventuale eed@azione delle preferenze. L'obiettivo del
lavoro e stato quello di valutare la capacita daminportamento massimizzante di emergere
asintoticamente in seguito alla esperienza di aose alla applicazione ripetuta del particolare
meccanismo di scelta adattiva da noi propostaultati che abbiamo ottenuto non sono univoci;
possiamo dire, in sintesi, che il fondamento adattdel comportamento razionale viene
gradualmente meno quando si passa da una evoluzioteampo continuo ad una in tempo
discreto e quando nel modello di base (con prefereesogene) si aggiunge piu struttura al
modello endogenizzando le preferenze. Piu in padie, il modello semplice in tempo continuo
risulta globalmente stabile dando un forte fondametla ipotesi di perfetta razionalita . Nello
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stesso modello collocato in una evoluzione di temlisoreto, la stabilita del punto stazionario e
quindi la valenza del comportamento ottimizzantgedde dalla configurazione dei parametri:
solo un coefficiente di reazione non eccessivo amlanazione con una preferenza non
eccessivamente sbilanciata a favore di uno deibdue € in grado di garantire la convergenza
allo stato stazionario; la violazione di questedinioni determinano I'emergere di dinamiche
periodiche e caotiche. La dipendenza delle preferelalle scelte passate, oltre ad aumentare la
dimensionalita del sistema porta ad avere altri staé stazionari nei quali € implicita la scelta
razionale; crediamo che questo aspetto rimettasoudsione I'approccio dominante anche dal
punto di vista della storica questione deliacita delle soluzioni. Dinamicamente, la molteplicita
degli stati stazionari porta ad avere, per certdigarazioni di parametri, la coesistenza di stati
stazionari localmente stabili oppure la coesistatizano stato stazionario con attrattori di tipo
periodico 0 caotico caratterizzati per di piu da wombinazione di bacini di attrazione assai
complicata.

Abbiamo anche mostrato come l'analisi locale pessare limitante e fuorviante, perché non € in
grado di discriminare tra due stati stazionari lgu@iu significativo dal punto di vista della
dimensione degli insiemi delle condizioni inizighe compongono i loro bacini di attrazione.
Nello stesso momento, abbiamo illustrato ancheotenzialita implicite nell'analisi globale per
lo studio di sistemi non-lineari con molteplicitaadtrattori. Circa la possibilita di adozione degl|
strumenti dell'analisi globale da parte della pssfene ci limitiamo a fare la seguente
considerazione: leolteplicita degli equilibrie un antico problema (Ingrao e Israel (1990))sihe
ripresenta periodicamente nell'analisi economicapse sotto vesti diverse (ad esempio nella
letteratura piu recente, la presenza anche defieldette trappole della poverta nei modelli di
crescita endogena, la molteplicita degli equiliiiei modelli con aspettative razionali etc.), che,
riteniamo, rappresenti una ricchezza della modigilissconomica e non un vizio da eliminare e
che soprattutto impone I'adozione di strumentindilisi adeguati .

| possibili sviluppi di ricerca che intendiamo segge hanno a che fare con gli immancabili
limiti del presente modello. La consueta indicaei@i generalizzazione della funzione di utilita
e imposta dalla nostra scelta di considerare saltaria classe di funzioni Cobb-Douglas; questa
estensione permetterebbe di valutare la robustdzizaostri risultati per preferenze piu generali.

Nel nostro modello € completamente assente il rmesiwed di mercato e quindi una dinamica dei
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prezzi dei beni; per considerare in modo esplicficezzi € necessario analizzare un mercato con
un lato della domanda, definita da consumatoriadiscono secondo le ipotesi del nostro lavoro,
e un lato dell'offerta, definita dalle imprese cpeducono i vari beni. Crediamo che le
preferenze siano plasmate anche dalla interazionggl altri agenti e che questo rapporto con
gli altri possa avvenire, ad esempio, tramite feaoindi tipobandwagore snoly questo possibile
sviluppo darebbe luogo, matematicamente, ad uttemion-linearita, perché il parametro che
regola la preferenza dipenderebbe anche dalle itiuasdinsumate dagli altri agenti. Infine,
crediamo che'ddozione di regole decisionali alternative debbsems valutata su un terreno
genuinamente evolutiyoossia strettamente darwiniano, in cui gli agestati di regole
decisionali con una fitness relativamente piu alemo, nel periodo successivo, imitati da un
numero di agenti proporzionalmente piu consistéWeibull 1995); questo possibile sviluppo
implica I'aggiunta di una ulteriore equazione dir@nnon-lineare (ad esempio un'equazione del

replicatore) che dovrebbe descrivere I'evoluziogldempo delle quote dei vari tipi di agenti.
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APPENDICE A

Prova della proposizione 3: Condizioni per I'esisteza di tre punti fissi

Innanzitutto osserviamo che il sistema formatoad@) e dalla (6) ammette sempre almeno

una soluzione, cioe un punto fisso, perché ladiffea tra le due parti destre:

1

& tale ched (0) = >Oehmd00:%—m:—w.

X — +oo
1 2 1

Per trovare condizioni necessarie e sufficienti pesistenza di tre equilibri di questa

equazione:

1

1 _p,
k, +k,k; m

possiamo scriverla in questa forma equivalente:

da cui:

a guesto punto il sistema formato dalla (5) e d@)afornisce lo stesso numero di soluzioni

del sistema equivalente:
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ot o2

Una condizione necessaria per I'esistenza di tné duequilibrio € che le due parti destre del
sistema (12) abbiano le stesse derivate in due gistinti e poi occorre trovare le condizioni
per cui i punti di uguale derivata siano puntiahdgenza tra le due curve del sistema (12).

La condizione per avere uguali derivate é:

— m =1
In k, (mx— pk,x?)

cioe:

pk Ink,x> —mInk,x—-m=0

la quale possiede queste due soluzioni:

e L .

X, = Ink,
2pk,

(13)
B B L
Ink,
X, =

2pk,

che esistono e sono distinte quando il radicandaiaeratore e positivo:

2, 4mpk >0
Ink,

m

cioe:
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m_ -4k

p Ink,

che ¢ la prima delle due componenti della condei@).
Affinché il punto della coppia (13) situato piu @ito, cioe x=Xx,, Sia punto di tangenza

occorre che:

cioé:

me |2+ 2mPk
Inkq

2mp
lS4m :k1+k2k3 2Pl
m+ 2 + AmPk
Ink,

dalla quale si ricavk,™. Analogamente si otterra la condizione affinché x, sia punto di

tangenza, ricavandk)™ .
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APPENDICE B

Prova della proposizione 4: impossibilita di aver@autovalori complessi e coniugati per la

Jacobiana calcolata nei punti fissi

La matrice Jacobiana di un sistema bidimensionaleaématrice 4x4 del tipo:

dove nel nostro casd;, = % J, = Xy , Joyy = 00y ed,, = 00
X

Gli autovalori sono complessi quando vale la coodie:

Tr? —4Det<0

conTr=J,, +J,, e Det=J,,J,, = J;,J,.

oa, T ox da,

(14)

Una condizione sufficiente (anche se non necegsaffiaché la condizione (14) non sia mai

verificata € Det< Q infatti in questo caso la (14) sarebbe la somindug@ componenti

sempre positive.

Nel nostro casol,, =0 perchéa,,, non dipende dar,, quindi la condizioneDet< Gsi

riduce a:

Det=-J,,J,, <0 = J,,J,, >0

Abbiamo che:

_ 00y, _ —kkyInk,
o [k +kkf
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che é sempre positiva perché il denominatore é sepysitivo cosi come il numeratore, data

la restrizioneO<k, < 1

In definitiva la (15) diventa:

Sappiamo che:

0%,
J. = +1 =
12 aat

{y(x"‘l +axInX)(m- px) —ax*H(m- px)*? In(m- px) +

+[(1—a)x" Inx- x"](— p)(M-pX) 7 + px® L—a)(m- px)~? In(m- px)}
raccogliendo i due termini logaritmici otteniamo:
32 = Ain{ax*(m- px)= - px* - a)(m- px) ]+

+In(m-= pX)|px? (1- a)(m- px)™* - ax?(m~ px)* |+ x7(m~ px)" + px (m- px)

a

. . ¢
possiamo ora raccogliere il termuze—)a ottenendo:
m- px

J, = y(L{In x[ﬁ(m— px) - p(l—a)}

m- px)” X

+In(m- p&[p(l—a)—g(m— pX }@ + p}

Si puo osservare che all'interno della parentesfifagri due termini logaritmici moltiplicano
espressioni che sono identiche a meno del segnopu\i fissi deve valere la relazione:

X=a—, che sostituita nella prima delle due espresgmunella che moltiplicdn x) consente
p

di ottenere:
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m
—(m— pa—j— pl-a)=p-ap-p+ap=0

che & anche il valore dell'espressione che maltipti(m- px) e che ci consente di giungere

al risultato che conferma l'impossibilita che git@alori della Jacobiana calcolata nei punti

fissi siano complessi:

a

v y(m—XpX)” [(m_pr) ' p} 70

infatti tutti i termini sono positivi vista la restione: m > px.
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